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1. Apresentacgao

O PET-Economia é um grupo formado por alunos do curso de graduagdo em
Ciéncias Econdémicas da Universidade Federal de Uberlandia e atualmente é
orientado pela tutora Marisa Amaral. O intuito do Programa é desenvolver acdes que
compreendam, de forma indissociavel, o tripé pesquisa, ensino e extensdo. E tem
como objetivo principal promover a “formac¢do ampla e de qualidade dos alunos de
graduacdo envolvidos direta ou indiretamente com o programa”.

Honrando esse objetivo é que o PET-Economia tem realizado nos ultimos
anos o Nivelamento de Matematica. A atividade, que era realizada pelos proprios
membros do grupo, compreendia ministrar aulas no inicio dos semestres a fim de
auxiliar os alunos ingressantes que estivessem cursando a disciplina de Matematica

Em decorréncia da pandemia de COVID-19 e a consequente suspensdo das
atividades presenciais na UFU, nos vimos impossibilitados de conduzir a atividade
como sempre, em salas de aula na UFU e com o contato direto entre os membros do
PET e os ingressantes. Todavia, dado o compromisso firmado com os discentes do
curso de Ciéncias Econdmicas nao poderiamos deixar de auxilia-los.

A alternativa foi entdo escrever esse Manual. Ele foi feito pelos membros do
PET que costumeiramente ministravam as aulas do Nivelamento e é focado nos
conteudos que eram dados nessas aulas. Além disso, buscou-se utilizar uma
linguagem mais acessivel que nos livros-texto e que fosse fiel ao normalmente
cobrado pelos professores da disciplina.

Apesar de encontros presenciais ndo serem possiveis, o PET-Economia se
coloca a disposicdo dos alunos ingressantes e espera que esse manual sirva para
complementar e facilitar o seu aprendizado.



2. Dicas

Além desse manual, existe muito material gratuito na internet e que pode
auxiliar no estudo do conteido aqui exposto. Nos ultimos anos, muitas
universidades tém divulgado cursos proéprios, além de algumas plataformas com
cursos gratuitos sobre temas variados. Entre esses, podemos citar:

e-aulas: Portal de videoaulas da Universidade de Sdo Paulo (USP):
http://eaulas.usp.br/portal/home

Canal USP no YouTube: https://www.youtube.com/user/usponline

UnivespTV: http://univesptv.com.br/

Plataforma Veduca: https://play.veduca.org/

Plataforma Coursera: https://www.coursera.org/

Para os temas especificos tratados nesse manual e que serdo abordados na
disciplina de Matematica 1, indicamos:

Curso de Calculo da Universitat Autonoma de Barcelona:
https://www.coursera.org/learn/introduccion-al-calculo

Curso de Algebra Linear do professor Cldudio Possani: https://youtube/-
|cQJFNVjaA


http://eaulas.usp.br/portal/home
https://www.youtube.com/user/usponline
http://univesptv.com.br/
https://play.veduca.org/
https://www.coursera.org/
https://www.coursera.org/learn/introduccion-al-calculo
https://youtu.be/-JcQJFNVjaA
https://youtu.be/-JcQJFNVjaA

3. Conjuntos numéricos

Um conjunto M é uma colecdo de elementos definidos e separados, que
formam um todo. Os elementos podem ser entendidos como qualquer coisa, real ou
imagindria, no entanto é mais usual que elementos sejam associados a niimeros.
Utilizamos a notacdo que envolve o simbolo { } para designar conjuntos. Assim,
representamos o conjunto M, formalmente, como:

M = {m,,m,,ms, ...}

O fato de um objeto m; ser ou ndo elemento de um conjunto é indicado,
respectivamente, por:

Os conjuntos podem ser definidos a partir de uma propriedade P a ser
satisfeita pelos seus elementos, sendo dotados por:
M = {m;|m,; satisfaz P}

Quando ndo existem elementos que satisfacam uma propriedade, dizemos
que o conjunto é vazio, denotado por:

?;{}
3.1 Numeros Naturais

Um numero natural € um niimero inteiro ndo negativo, tal que
{0,1,2,...}

E é denotado por:
N = {ni|ni = O}

3.2 Numeros inteiros

Os nimeros inteiros sdo os numeros positivos e negativos, tal que:
Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}

3.3 Numeros racionais

Em matematica, um ndmero racional é todo nimero que pode ser
representado por uma fracao a/b de dois nimeros inteiros, um numerador a e um
denominador ndo nulo b. Como b pode ser igual a 1, todo nimero inteiro também é
um ndmero racional. O termo racional surge do fato de a/b representar a razao ou
proporcao entre os inteiros a e b. Tal conjunto € definido por:

Q={%|aEZ;bEZ*}

3.4 NuUmeros reais

O conjunto dos nimeros reais R, conjunto que inclui todos os niimeros reais,
€ uma expansao do conjunto dos ndmeros racionais, englobando nao somente os
inteiros e os fracionarios, positivos e negativos, mas também todos os nimeros
irracionais.



Um namero real que ndo é racional é chamado niimero irracional. A expansao
decimal de um irracional é sempre infinita e ndo periédica. Como o conjunto dos
numeros racionais é enumeravel e o conjunto dos niimeros reais é ndo enumeravel,
quase todos os nimeros reais sao irracionais.

A imagem abaixo permite uma melhor visualizag¢do dessa relagao:

R




4, Teoria dos conjuntos
4,1 Subconjunto

Denominamos subconjunto de um conjunto A, qualquer colecdo B de
elementos, que sdo elementos de A. Dizemos que o conjunto B estd contido em A.
BcA

Escrevemos, analogamente, quando um conjunto A contém contém o conjunto B.
ADB

4.2 Intervalo

A partir de dois nameros reais, designados por a e b, sendo a < b, podemos
definir conjuntos especiais a partir desses numeros, que denominamos intervalos.
Um intervalo aberto ndo inclui os extremos do conjunto. O intervalo aberto pode ser
denotado por:

la,b[= (a,b) = {x € Rla < x < b}

Intervalo aberto a esquerda é denotado por:
la,b] = (a,b] = {x € Rla < x < b}

Intervalo aberto a direita é denotado por:
[a,b[= [a,b) = {x € Rla < x < b}

0 intervalo fechado inclui os elementos do extremo do intervalo, ou seja,
[a,b] = {x € Rla < x < b}

Todo intervalo é dotado da propriedade
Vx,yeElLx<z<y>z€l

Ou seja, se dois nimeros pertencem ao intervalo, entdo o mesmo vale para qualquer
numero entre eles.

4.3 Operagdes com conjuntos

As operagdes que envolvem conjuntos sao:

4.3.1 Unido

A uniao de dois conjuntos A e B é representada por:
AUB

-

E um novo conjunto cujos elementos sao aqueles que pertencem a um dos dois
conjuntos ou a ambos. Formalmente,
AUB = {x|x € Aoux € B}

As seguintes propriedades sdo validas:
ii AUB=BUA
ii. Au(BuC)=((AuB)uUuCcC
iii. Ac(AUB)
iv AcBe AUB=B
v. AUA=A



vi AUQ=A

4.3.2 Intersecc¢ado

A unido de dois conjuntos A e B é representada por:
ANB

E um novo conjunto cujos elementos sdo comuns a ambos o0s conjuntos.
Formalmente,
ANB={x|x € Aex € B}

Se nao houverem elementos em comum, a interse¢do é um conjunto vazio, neste
caso A e B sdo disjuntos.
As seguintes propriedades sdo validas
i ANB=BnNA

ii.. An(BnC)=MAnNnB)NC

iii. (ANnB)cA

iv. AcBSANB=A

v. ANA=A

vi AnQ=0

4.3.3 Diferenca

Podemos definir o conjunto diferenca de dois conjuntos A e B, como aqueles
elementos que pertencem ao conjunto A, mas ndo pertencem ao conjunto B. Ele é
representado por:

A—-B

Formalmente,
A—B={x|x€Aex & B}

4.3.4 Complementagdo

Se B for um subconjunto de A, dizemos que o conjunto diferenca é o complemento
de Bem A, isto é
B—-A=B¢

4.4 Plano cartesiano

Chama-se par todo conjunto formado por dois elementos. Em matematica,
existem situa¢cdes em que ha a necessidade de distinguir dois pares pela ordem de
seus elementos. Assim, um par ordenado é um conjunto de dois elementos numa
determinada ordem. Indicamos por

(%)

o par formado pelos elementos x e y, onde x é o primeiro elemento e y é o segundo
elemento. De um modo geral, sendo x e y dois nimeros reais quaisquer, temos:

(x,y) # (y,x)

Dois pares ordenados (x,y) e (7, s) quaisquer, sdo iguais somentesex = rey =
s.



Representamos um par ordenado em um plano cartesiano. Esse plano é
formado por duas retas, x e y, perpendiculares entre si. A reta horizontal é o eixo das
abscissas (eixo x). A reta vertical é o eixo das ordenadas (eixo y).

Y
64

I~

-5+

-6+

O ponto comum dessas duas retas é denominado origem, que corresponde ao
par ordenado (0, 0).
Os eixos sdo perpendiculares, delimitando 4 regides, chamados de
quadrantes:
i. 12Quadrante:x > 0;y > 0.
ii. 22Quadrante:x < 0;y > 0.
iii. 32Quadrante:x < 0;y < 0.
iv. 42 Quadrante:x > 0;y < 0.

Para localizar um ponto num plano cartesiano, utilizamos a sequéncia
pratica:
i. 012 numero do par ordenado deve ser localizado no eixo das abscissas.
ii. O 2%2numero do par ordenado deve ser localizado no eixo das ordenadas.
ili. ~No encontro das perpendiculares aos eixos X e y, por esses pontos,
determinamos o ponto procurado.



Dados dois conjuntos A e B, denominados produto cartesiano A X B o
conjunto de todos pares ordenados (x,y) ondex € Aey € B.
AXB ={(x,y)|x € A;y € B}

O produto cartesiano A x B é diferente de B x A, na medida em que
i. AxB=x € Aey € B.
ii. BxA=x € Bey € A.

Dados dois pares ordenados, (x4, ¥;) € (x5, y,) é possivel tracar uma reta
dentro do plano cartesiano. Por exemplo,

Em uma reta dada pela relagdo y = mx + b, o coeficiente angular (m)
representa a inclinacao da reta em relacao ao eixo das abscissas (x) e o coeficiente
linear (b) representa o valor numérico por onde a reta passa no eixo das ordenadas
).

Dados dois pares ordenados, (x;, y1) e (x3, y2), o coeficiente angular da reta
é dado por:

Y2 =M1
Xy — X1

m =



5. Fragoes

Uma fragdo é uma forma de mostrar a divisao de dois numeros inteiros, sendo
o numero que sera dividido o dividendo, ou numerador, e o nimero que dividira o
divisor, ou denominador. Uma forma facil e intuitiva de se entender fracdes é através
do grafico de pizza.

Pelo grafico de pizza, vemos claramente a relacao entre o numerador e o
denominador. Vemos, como no exemplo acima, que um circulo inteiro foi dividido
em oito partes iguais, e assim temos que cada parte representa um oitavo do total.

Vejamos o outro exemplo no grafico acima. Podemos utilizar a mesma ldgica
do exemplo anterior, tendo, dessa vez, o circulo dividido em quatro partes. Assim,
podemos agrupar as trés partes azul claro juntas para formar trés quartos, deixando
assim apenas um quarto de azul escuro.



5.1 Operagoes com fragdes

5.1.1 Soma e subtragao

E perfeitamente possivel somar e subtrair fragdes umas das outras. Se o
denominador das fragdes for igual, o Unico passo a ser feito é somar ou subtrair os
numeradores uns dos outros.

Exemplo:
1+1_2_1
2 2 2
3 1 2 1
4 4 4 2

Perceba que no segundo exemplo simplificamos o resultado da subtracdo
dividindo tanto o numerador quanto o denominador por dois. O valor representado
por ambas as fracdes é, entretanto, o mesmo.

5.1.2 Multiplicagdo e divisdo:

A multiplicacdo e divisdo de fracdes se da de forma diferente da soma e
subtracao. Quanto a multiplicacdo, ao contrario da soma ou da subtragdo,
multiplicamos o numerador com numerador e o denominador com o denominador.

Exemplo:
2 4 B 2X4 _ 8

3%573x5 15

Ja a divisao pode ser operada de forma similar. Quando temos uma fracao
sendo dividida por outra, podemos simplesmente inverter a fragdo que esta no
divisor e multiplica-la pelo dividendo.

Exemplo:

S [IEN[VE N
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wl N
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w

X
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)

5.2 Menor Multiplo Comum (MMC)

Para quando temos uma operac¢do de soma ou subtracdo entre fracdes com
denominadores diferentes, utilizamos o menor maultiplo comum entre os
denominadores, ou seja, temos que encontrar o menor numero capaz de ser dividido
por todos os denominadores. Logo apo6s isso, temos de dividir o MMC por cada
denominador e multiplicar o resultado por cada numerador respectivo.

Exemplo:

3+1+2_6*3+3*1+4*2_29
4 8 6 24 T34



Perceba que no caso acima o menor numero passivel de ser dividido por quatro, seis
oito é o numero 24. Isso pode ser encontrado da seguinte forma:

4,

)

)

ol N

)

6,

)

)

_ W W W

)

8

S NN

2
2
2
3

2X2X2Xx3=24

Quando encontramos 24, dividimo-lo por quatro e o multiplicamos o resultado por
3, resultando em 18, depois dividimo-lo por oito e multiplicamos o resultado por
um, resultando em trés, e finalmente dividimo-lo por seis e multiplicamos o
resultado por dois, resultando em oito, assim, teremos 29.



6. Potenciacgdo:

Quando elevamos uma fragdo a algum nimero, basta elevar cada membro da fracdo
por esse nimero. Caso o numero for negativo, basta inverter a fracdo e eleva-la
normalmente.

Exemplo:

(2)2 22 4
3/ 329
B -6 -%-3
3/ \2) 22 4
Podemos também elevar um nimero a uma fracdo. Ao fazermos isso, estaremos

fazendo a radiciacdo desse nimero, com o numerador se transformando em um
expoente para o nimero e o denominador se transformando na ordem da raiz.

Exemplo:

(25)1/2 = /251 =5
(8)2/2 = 82 = V64 = 4



7. Polindmios

Um polindbmio é uma expressdo algébrica que possui um coeficiente (um
numero) seguido de uma parte literal (uma letra representando um valor
desconhecido). De forma genérica temos que um polindmio de grau n tem a seguinte
forma:

p(x) =ax"+ ap_x" 1+ +ax+a,

Os polindbmios sdao formados por termos, que consistem da parte literal pelo
coeficiente, e 0 numero de termos determina se ele € um mon6émio (apenas um
termo), um binémio (dois termos) ou um trinémio (trés termos). Por exemplo:

i) Mondmio: f(x) = 5x
ii) Bindmio: f(x) = 5x — 4y
iii) ~ Trindmio: f(x) =5x —4y +z

7.1 Produtos notaveis

Durante nossos estudos de calculo algébrico muitas expressdes aparecem
com relativa frequéncia. Essas expressdes, chamadas produtos notaveis, sdo uteis
para agilizar o processo de fatoragdo e evitar erros com sinais.

i.  Diferenca de quadrados: (x —y)(x + y) = x? — y?
ii. Quadradodasoma: (x +y)? = x? + 2xy + y?
iii. Quadrado da diferenca: (x — y)? = x? — 2xy + y?
iv.  Cubodasoma: (x +y)3 = x3 + 3x%y + 3y%x + y3
v.  Cubo da diferenca: (x — y)3 = x3 — 3x%y + 3y?x — y3
vi.  Soma de cubos: (x + y)(x? —xy + y?) = x3 +y3

vii.  Diferenca de cubos: (x — y)(x? + xy + y?) = x3 — y3

7.2 Fatoragdo

Quando se mostra necessario calcular a divisio de um polinémio por outro,
utilizamos o método da chave para poder resolve-la. O método da chave consiste
em pegar o primeiro termo do dividendo e dividi-lo pelo primeiro termo do divisor,
e multiplicando o resultado pelo divisor. Soma-se entdo o resultado deste com o
dividendo, repetindo o processo até zerar a opera¢do ou o grau do que sobrar, o
“resto”, for menor que o grau do quociente, que é o resultado da divisao.

Exemplo: Divida o polindmio 3x3 — 14x2 + 23x — 10 por x> —4x + 5

3x3 —14x2 +23x — 10 |x*2—4x+5
—3x3 + 12x?% — 15x 3x — 2
— 2x2 + 8x-—10
+ 2x% — 8x+10
0
No exemplo acima, 3x3 — 14x2 + 23x — 10 é o dividendo, x2 — 4x + 5 é o divisor,
3x — 2 é o quociente e ndo ha resto.




8. Logaritmo

O logaritmo de um numero “b”, chamado de logaritmando, é igual a um

,de modo que a poténcia “a*” seja

n_n n_n

expoente "x” ao qual deve se elevar uma base "a
igual a essa base “b”.

log, b = x é amesma coisaque a* = b
E lé-se “o logaritmo de b na base a”.

Exemplo: calcule os logaritmos abaixo

i) logg 36
logg 36 = x
6* = 36
6* = 62
x=2
Tem-se que o logg 36 = 2, pois 6% = 36
ii) log, 16
log, 16 = x
2* =16
2% =24
x=4
Tem-se que o log, 16 = 4, pois 2* = 16
iii) logy/5 5
log,/55=x
1 X
—) =5
5
) -3
5 1
NS N
6 =)
x=-1

. (1\7 1
Tem-se que o log,/5 5 = —1, pois (E) =5

Obs.: Quando temos um logaritmo cuja base nao é escrita, entendemos como base
10.

8.1 Propriedade dos logaritmos.

i. O logaritmo de um produto é igual a soma dos logaritmos dos nimeros a
serem multiplicados.
log,(n x m) =log, n + log, m



ii. Damesma forma, o logaritmo de uma razao é igual a diferenca.
log,(n/m) = log, n —log, m

«_.n

iii.  Caso haja uma poténcia “p” no logaritmando, basta multiplicar o logaritmo
de tal logaritmando por “p”.

log,(n?) =plog, n

iv.  Caso haja uma raiz no logaritmando, basta dividir o logaritmo de tal

logaritmando pela ordem da raiz.
_loggn

log, Vn =

8.2 Mudanga de base

Se quisermos mudar a base de um logaritmo em especifico, é possivel fazé-lo
através de uma simples razao.

log, b

1 =
08a b log, a

Sendo k o valor da base para a qual desejamos mudar.



9. Fungdes:

Sendo A e B dois conjuntos ndo vazios e uma relagdo f de A em B, essa relacao f é
uma fun¢do quando cada elemento x do conjunto A estd associado a um, e somente
um, elemento y do conjunto B. Indica-se por:

il.

ii.

il.

ji.

9.1

f:A->B

Dominio: chamamos o conjunto origem A de dominio de f, ou seja, o conjunto
dos valores que a variavel independente de f pode assumir. Quando o
conjunto A nao é explicitado, convenciona-se tomar o maior subconjunto
possivel para o qual f esta definida.

Contra dominio: o conjunto B é o chamado contradominio de f e é 14 que a
funcdo f identifica os possiveis valores para a variavel dependente.
Imagem: é o conjunto f (A4), constituido de todos os possiveis valores de
f (x) parax € A, échamado de imagem de f.

Uma funcdo pode ser considerada injetora, sobrejetora ou bijetora, quando:

Injetora: dizemos que uma funcdo f:A — B é injetora quando para
quaisquer elementos x, de 4, f(x;) = f(x,) implica que x; = x,. Em outras
palavras, cada elemento do dominio possui apenas uma imagem.
Sobrejetora: dizemos que uma fung¢do f: A = B é sobrejetora quando para
todo y € B, existe pelo menos um x € A tal que f(x) = y.Isto é, aimagem é
igual ao contra dominio.

Bijetora: uma funcdo f: A — B chama-se bijetora (ou bijetiva) quando é
injetora e sobrejetora ao mesmo tempo.

Fun¢dao composta

Dadas as fungdes f:A - B e g:B — (, afuncao compostade g com f é a

funcao h(x) = g(f(x)), que também pode ser representada como g ° f(x).Sendo
assim, a fungao h, seu dominio e contradominio ficam definidos como h: A — C.

9.2

gof(x)=g(f(x)
fog(x)=Ff(g(x))

Funcgao inversa

Diz-se que uma funcdo f: A — B é irreversivel se a cada elemento y do

contradominio B estiver associado um Unico elemento x do dominio 4, tal que y =
f (x). Podemos, entdo, pensar em definir outra funcao g: B — A, que a cada y em
A associe o Unico elemento x em B que é o associado a y por f, ou seja

y=fx)ex=g@)



9.3 Fungio par e impar

Uma fungdo é considerada uma fungdo par se para ela vale a propriedade:

f(=x) = f(x)
Definimos uma fun¢ao como uma funcao impar se para ela vale:
f(=x) = —f(x)

9.4 Fungao crescente e decrescente

Uma funcdo é crescente num intervalo I se para dois elementos a e b
quaisquer pertencentes ao intervalo (a,b € I), vale a propriedade:
a>b= f(a) > f(b)

Uma funcao é decrescente num intervalo / se para dois elementos a e b quaisquer
pertencentes ao intervalo (a,b € I), vale a propriedade:
a>b= f(a) < f(b)

9.5 Gréfico de fungdo

0 grafico de uma funcao f é o subconjunto do plano xy dado por:
G ={(x,y) ER%y=f(x)}

O qual é posicionado num sistema de eixos cartesianos, onde o eixo
horizontal contém a variavel independente x (dominio), o eixo vertical contém a
variavel dependente y = f(x) (imagem), os eixos se cruzam na origem e o sentido
de crescimento se da da esquerda para a direita e de baixo para cima. Assim, o
grafico de uma funcgdo real descreve uma curva no plano, a qual representa o seu
comportamento e facilita muito o seu entendimento.

A fix) A Y

& -

Funcéao Nao ¢ fungao

A representacdo grafica nos permite saber se um grafico representa ou nao
uma funcdo. Para isso basta tracarmos retas paralelas ao eixo y e ver quantas vezes
estas retas interceptam a curva; se interceptar mais de um a vez, entdo a curva nao
é grafico de funcao.



9.6 Funcgdo de primeiro grau

Chama-se fungdo de primeiro grau, toda funcdo definida de f: R = R, por
f(x) = ax + b,coma,b € Re a # 0.
i.  Funcao identidade

fx)=x
ii.  Funcdo linear
f(x) =ax
iii. ~ Funcao constante
fx)=»b
iv.  Funcdo afim
f(x)=ax+b

Tomando uma funcdo afim, o coeficiente de x, a, é chamado coeficiente
angular da reta, que é o valor da tangente do angulo do a que reta forma com o eixo
x, medido do eixo para reta no sentido anti-horario. E o termo constante b é
chamado coeficiente linear da reta, que é o valor da ordenada do ponto em que a
reta corta o eixoy.

9.7 Funcdo de segundo grau

Chama-se funcao de primeiro grau, toda funcao definida de f: R — R, por f
(x) = ax?+ bx + c,coma,bc € Re a # 0. Asraizesde f (x) = ax? + bx +
¢ sdo os valores que satisfazem a equacio ax?> + bx + ¢ = 0.Considerando
—b+VA
X =
2a

em que A = b? — 4ac

i. Se A> 0, a fungdo possui duas raizes reais e distintas, onde o grafico
intercepta o eixo Xx;
ii. SeA = 0, afuncao possui duas raizes reais e iguais, onde o grafico tangencia
0 eixo X
iii. Se A < 0, afuncdo ndo possui raizes e ndo intercepta o eixo x

Exemplo:

O vértice da funcdo é o ponto de maior ou menor valor ela pode atingir. Sendo
X, €y, as coordenadas vértice temos:
b A
Xp ==Yy = ——
v 2a’ " 4a

i. Sea < 0,y, éovalor maximo da funcao;
ii. Seb > 0,y,éovalor minimo da fungdo;



9.8 Fun¢ido médulo

A fun¢do modular é uma funcao que apresenta o modulo na sua lei de
formacao. Definimos entdo uma func¢ao que, a cada nimero real x associa ao médulo
a distancia de x a origem. Temos assim:

Flx) = {—x, x <0
X, x=>0

-2

4

9.9 Fung¢do logaritmica

Chama-se fungao logaritmica, toda funcdo definida de f: R = R, que a associa
a cada o logaritmo, na base a, x

f(x) =logq x

1.
ii.

Paraa > 1, afuncdo é crescente
Paraa < 1,afuncao é decrescente

¥

-

0 logaritmo associado a base e é representado por:

f(x)=Inx

Sendo que:
Inx =yeoe’=x



9.10 Fungio polinomial
Uma fungdo polinomial f: R = R é uma func¢ado da forma:
f(x) = apx™+ -+ ax* + a;x + aq

Onde
i. néograudo polindmio. Todo polindmio de grau n possui n raizes;
ii. an...,az a4,0a4sdo os coeficientes do polindmio, em que a, # 0;

9.11 Fungao exponencial

A fungao exponencial é a funcao f: R = R}, definida como:

f(x) =a*

com0<a=+1.




10. Inequagdes

As equagdes sdo uteis quando queremos que dois valores coincidam.
Entretanto, hd muitas aplicacdes praticas que ndo se enquadram nesse modelo,
como aquelas nas quais é preciso comparar alternativas. Em problemas desse tipo,
0 objetivo é descobrir, dentre varias opg¢des, qual possui o menor custo ou fornece o
maior beneficio. Para resolver esse tipo de problema, substituimos o simbolo = das
equagdes por um dos simbolos “<”, “<”, “>” ou “>". Obtemos, assim, uma inequagdo
ou desigualdade.

Geralmente ndo queremos saber apenas se um numero é solu¢do de uma
desigualdade, mas resolvé-la, ou seja, encontrar todos os valores da variavel,
representados por um intervalo, que fazem com que a desigualdade seja verdadeira.

Veja alguns exemplos de inequagdes:

i. 84+4x=20
5+2x<0

il. <
1-x

iii. 5(x+9)—72x—1)>0
iv. 2<|x—3|<5

Para descobrir todas as solu¢des de uma inequagdo, nao é possivel recorrer
a substituicao de valores. A melhor estratégia, nesse caso, consiste na transformacado
da inequacgao em outra equivalente e mais simples. Aplicando essa ideia sucessivas
vezes, chega-se a solucao do problema.

Assim como foi feito no caso das equacgdes, a obtencdo de inequacgdes
equivalentes deve ser feita com base em algumas propriedades listadas abaixo.

10.1 Propriedades das Inequagdes

Sejam dadas as expressoes A4, B,C e D.

i. SeA<B,entioB=A

ii. SeA<BeB<(entioA<C

iii. SeA<B,entioA+C<B+C

iv. SeC>0eA<B,entioCA<CB

v. SeC<0eA<B,entiaoCA>CB

vii SeA<BeC<D,entioA+C<B+D

10.2 Analise das Regras do Produto e da Divisdo por Uma Expressao

Ha duas propriedades relativas ao produto (iv e v), dependendo do sinal de
C. A primeira delas, a Propriedade iv, é intuitiva. Ja a Propriedade v causa muitas
duvidas, pois envolve a inversado de sinal da desigualdade. O melhor exemplo seria
verificar o que acontece quando multiplicamos uma desigualdade 6bvia, como —5 <
0, por um nimero negativo:

-5<0
(=1 (=5)7(=1)-(0)



520

1, . < qieon A . . o
Como o produto o A é equivalente a divisao oas Propriedades iv e vimplicam que:

i. SeC>0eA<B, entio

ii. SeC<O0eA<B,entao

Assim temos:
10 = 8
10 8
—7?
-2 =2
—-5< -4

10.3 Inequagdes Lineares

Uma inequacgdo é dita linear ou de primeiro grau se é equivalente a ax < b
ouax < bouax > bouax = b,em que a e b sdo constantes reais, coma # 0.

As inequacgdes lineares sempre tém infinitas solucdes, que podem ser
apresentadas usando a notagdo de conjunto. A obten¢do das solugdes de uma
inequacdo linear envolve a mesma estratégia apresentada para as equagoes lineares,
ou seja, a aplicacao sucessiva das propriedades até o isolamento da variavel.

Exemplo:
i. 45<6x+15

45 < 6x+ 15
45 - 15<6x+15—-15
30 < 6x
6x > 30
6x 30
_2_
6 6
x=>5

A resposta pode ser escrita das seguintes formas: {x € R | x > 5} ou como grafico:

0 5




ii. —-33<2x-5<15
—33<2x—-5<15
—-33+5<2x—-5+5<15+5
—28 <2x <20
2 2

2 T2 T2
-14<x<10
A resposta pode ser escrita das seguintes formas: {x € R | —14 < x < 10} ou como

grafico:

-10 0 14
iii. 3(x—8)>9x-24
3(x—8) >9x—24
3x—24>9x — 24
3x —24 + 24 > 9x — 24 + 24
3x = 9x

3x—9x > 9x — 9x

A resposta pode ser escrita das seguintes formas: {x € R | x < 0} ou como grafico:

2 ] 0 1 >

10.4 Inequagdes Quadraticas

Uma inequacio é dita quadratica ou de segundo grau se é equivalente a ax? +
bx + ¢ = 0.Também podemos definir inequacdes envolvendo os simbolos “<”, “>”
e “<”. Para resolver esse tipo de inequacao, precisaremos analisar como um

polindmio de segundo grau pode ser escrito na forma fatorada.



10.4.1 Fatoragdo de Polindmios Quadraticos
i. Seaequacdoax?+ bx + ¢ = 0 tem duas raizes reais, x; e x,, entdo ax? +
bx + ¢ = a(x — x1)(x — x3).
ii. Poroutro lado, se a equagdo quadratica possui uma tnica solugao, x1, entao:
ax?+ bx + ¢ = a(x — x1)?
iii. ~ Finalmente, se a equagdo quadratica ndo possui raizes, entdo o polindmio
2 7 s ; . ~ .
ax® + bx + c éirredutivel, ou seja, ndo pode ser escrito como o produto de

fatores que envolvam apenas nimeros reais.

10.4.2 Solugao de Inequagdes do Segundo Grau
Para resolver inequagdes quadraticas, devemos analisar separadamente o
que acontece com cada fator do polinémio, identificando em que intervalo ele é
positivo ou negativo.
Exemplo:
—x?+5x—6>0
—-x-2)x—=3)=0
x=2)x-3)<0

Comecando pelo fator (x — 2), observamos que esse termo é positivo para x > 2

e negativo parax < 2,valendo zero quando x = 2.

— 2 +
- e e

O fator (x — 3) é positivo parax > 3 e negativo parax < 3

= 3 4

° >

Para determinar em quais intervalos o polindomio (x — 2)(x — 3) é positivo
ou negativo, devemos observar como o sinal de um produto esta relacionado ao sinal
dos seus fatores.

Dados os fatores reaisae b, o produtoa - b é:

i. Positivosea > 0eb > 0,ousea < 0eb < 0;



ii. Negativosea > 0eb < 0O,ousea < 0eb > 0;

Notando que os pontos relevantes do problema sao x = 2 e x = 3, pois é

neles que o polinomio (x — 2)(x — 3) vale zero, vamos dividir a reta real nos

intervalos (—o,2),(2,3) e (3,00) para analisar o sinal do polinémio em cada um

deles. Usando as regras apresentadas acima, podemos indicar o sinal do polinémio

original.
Termo (—0,2) (2,3) (3,)
(x-12) - + +
(x-3) - - +
(x-2)(x-3) + - +

A mesma andlise pode ser feita empregando-se um diagrama:

(x—2)

(x=3)

>

(x—2)(x-3)

>

A partir da tabela ou do diagrama, concluimos que o polinémio (x — 2)(x —

3) é negativo no intervalo (2, 3). Logo, a solu¢do da inequagdo (x — 2)(x — 3) <

0é:

{x e R|2 < x < 3}

Note que esse resultado se da, pois, a inequacao pede valores menores que

zero. Se o sinal tivesse invertido, isto é, a inequagao fosse (x — 2)(x — 3) = 0,a

resposta seriam os conjuntos em que x € maior do que zero, formalmente:

{x ER|-0 < x <2;3 <x < o}




10.5 Inequagdes Racionais

A solucdo de inequagdes racionais segue o roteiro apresentado na secao

anterior com algumas variagoes:

i.

il.

ii.

Mova todos os termos para o lado esquerdo da equacao. Se o lado esquerdo
contiver fragodes, reduza-o a um denominador comum.

Escreva a expressao do lado esquerdo como uma tUnica fracdo na qual o
numerador e o denominador estejam fatorados.

Determine para que valores cada fator vale zero e use-os para definir os

extremos dos intervalos.

iv. Determine o sinal de cada fator, em cada intervalo por meio de um diagrama
ou intervalo
v.  Determine a solucdo do problema a partir dos sinais dos fatores. Elimine de
seu conjunto solu¢do os valores que ndo pertencem ao dominio. Expresse a
solucao como um conjunto formado por um ou mais intervalos.
Exemplo:
Xx—05
4 —x =0

Valores que zeram o numerador e denominador:

I.

ii.

x-5 = 0,portantox = 5

x -4 = 0,portantox = 4

Dados esses valores, definimos os intervalos (—,4),(4,5) e (5,), podemos

montamos a tabela abaixo:

Termo (—,4) (4,5) (5, )

x-5 - - +

x -4 + - -
x—5 -0 _ n _
4—x"

Observando a tabela, constatamos que a fracao é positiva no intervalo (4,5).

Além disso, incluimos o ponto x = 5, no qual o numerador é nulo, mas nao o ponto




x = 4, no qual o denominador é nulo. Assim, o conjunto solu¢do da inequacgdo se
torna:

{x e R|4 < x <5}



11. Limites

Na matematica, o limite tem o objetivo de determinar o comportamento de
uma func¢ao a medida que ela se aproxima de alguns valores, sempre relacionando
os pontos x e y (também chamado de f(x)). Para compreendermos melhor o
conceito de limites, utilizaremos um exemplo basico da fisica. Como bem sabido por
todos, todo material quando submetido a determinada temperatura sofre do

fendomeno da dilatacdo, ou seja, ele aumenta de tamanho.

Figura 1 Figura 2
X

X

[ ]=

Como observa-se no exemplo acima, quanto mais o fogo aquece o lado de tamanho

x da figura 1 (sendo x um pouco menor do que 3 cm), mais o tamanho desse lado se
aproxima de 3 cm, de modo que a figura como um todo vai se transformando num
quadrado (figura 2). Como a férmula da 4rea de um quadrado é x2, quanto maior a
dilatagdo do lado x da figura 1, a 4rea da figura vai se aproximando do valor de 9 cm?

(x* = 32 = 9).

Area=f(x) = x2-> f(3)=32=9




No entanto, dentro da abordagem de limites, ndo nos interessa a situacao em
que x é exatamente igual a 3. O que nos interessa é quando o valor de x esta se
aproximando de 3, tanto pela esquerda do grafico, quanto pela direita do grafico.
Percebe-se que em ambas as situacoes, o valor de valor de y se aproxima de 9.

Desse modo, define-se que quando x se aproxima de 3 cm, a 4rea (x?) se

aproxima de 9 cm? como um limite. Simbolicamente, temos:

lil‘% x% =9, onde a notagdo "x — 3" indica que x tende a 3 e “lim” significa “o limite
de”.

Exemplo: f (x) = x + 1. Quando atribuimos valores bem préximos de 2 a x, o valor

de f(x) vai se aproximando de 3. Desse modo, podemos dizer que lim2 x+1=3.

X —

X f(x)
1,8 2,8
1,9 2,9

1,99 | 2,99

2,001 | 3,001

2,01 | 3,01

A partir da nog¢ao intuitiva supracitada, é necessario abordar os principais teoremas

dentro do conteddo de limites.

“_.»

Teorema 1 - Se “m” e “n” sdo constantes, lim(mx +n) =m.a+n
xX—a
Teorema 2 - Se ¢ € R, sendo c uma constante, lim(¢) = ¢
xX—a
Teorema3-Sea € R, lim(x) =a
xX—a

Teorema 4 - Sendo lim f (x) = lesendo lim g (x) =m
XxX—a xX—a

lim(f(0) £g(x) =1+m lim (£2) =~ m=0

x-a \gx) m



;i_l)rz(f(x) gx))=1.m n € N, ;i_l)tzl(f(x))" ="

Exemplo: A partir das fungdes f(x) e g(x), calcule llm (f—;)

i f=x*—-4egx)=x-2

i (f()) i x*—4\ lim (x—2).(x+2)
x-2\g(x) x-2\x—2 ) x-2 (x—2)

Observe que no exemplo acima, em determinado momento da resolucao do

limite foi necessario a aplicacdo de um produto notavel, utilizado para simplificar o
trabalho nos calculos. Sempre que necessario utilizar dessa ferramenta, consulte a

tabela abaixo.

Produros notdaveis Exemplos
(a+h)? = a2+ 2ab+b? (x+3)2 = x2+6x+9
(a-b)2 = a?-2ab+b2 (x-3)2 = x2-6x+9
(a+b)(a-b) = a?-b? (x+3)(x-3) = x2-9

(x+a)(x+b) = x24 (a+b)x+ab (x+2)(x+3) = x2+5x+6
(a+b)3 = a3+ 3a2b+3ab2+b3 (x+2)3 = x3+6x2+]12x+8

(a- -b)3 = a3-3a’b+3ab3-b3 (x-2)7 = x3-6x2+12x-8
(a+b)(a?-ab+b2) = a3 +b3 (x+2)(x2-2x+4) = x3+8
(a-b)(a’+ab+b?) = a3-b3 (x-2)(x2+2x+4) = x3-8

w

2)

. 2x+3
lim ( )
x—>1 \5x—2

Exemplo: Calcule o valor de lim (Zx
x—1 \5x

N

(2.1+3 ) _
51-2 /)

wlu

Exemplo: Calcule o valor de lin% 3x% — 5x + 2.
x—

lim 3x2 —5x+2=3.(2)2-52+2=4

x> 2



2x2+3x—4 )
5x—4 '

N R e S W [C IO R O r S
xlir‘l( 5x — 4 )‘ < 5(1) — 4 )‘

Exemplo: Calcule o valor de lim1 (
X -

Exemplo: Calcule o valor de lim (L )

x— 2 \x2+2x-8

Lx*+2x-8=(x+4).(x-2)

1 Jim (s ) = I (s ) == Jim () =5 =3

x> 2

Exemplo: Calcule o valor de lim1 (x3_11 )
X -

x—

3_ _ 2 2
lim (x 1)=lim (W—Hﬂ))zlimxz+x+12=12+1+12=3

x—>1\x—1 x—>1 (x=1) x—-1

Obs.: como verificado nos exemplos acima, durante a resolucdo de uma questdo
envolvendo limites, no momento que vocé substitui o x da fun¢do pelo valor a qual

ele tende (x tende a 1, como no exemplo acima), retira-se o termo “lim” da resolugéo.

Contudo, um fato importante dentro do conteudo de limites é a existéncia ou

ndo do limite, permeando o tépico do assunto conhecido como limites laterais.

Um lim f(x) existe se, e somente se, existem os limites laterais lim_f(x) =
xX—a xX—a

me lim f(x) = l e eles sdo iguais (m =1).
x> —

Obs.: o sinal “4+” quer dizer limite lateral a direita e o sinal “-” quer dizer limite
lateral a esquerda.

Exemplo: Seja f (x) = {Zx 7 x>2

0 lin% f(x) existe?
X —

12 passo: para saber se o limite existe, primeiro precisamos calcular o valor de cada

um dos limites laterais.



Inicialmente vamos calcular o limite lateral a direita (+), tomando sempre
como base o valor a qual x tende (no exemplo, x = 2). No exemplo, foram dadas
duas fungdes. Observa-se que a segunda fungdo (2x — 7,x > 2) é a que possui como
condicdo os valores maiores do que 2, ou seja, os valores a direita de 2. Calculando
entdo o limite lateral a direita:

lerr21+f(x) = xll)rr21+ 2x —7=2(2)-7=-3

Agora vamos calcular o limite lateral a esquerda. Percebe-se que na funcao
f(x) dada, a primeira func¢do (1 —x2,x < 2) é a que possui como condi¢do os
valores menores (ou iguais) a 2, ou seja, os valores a esquerda de 2. Calculando

entdo o limite lateral a esquerda:
lim f(x)= lim 1—-x*=1-(2)*=-3
X —27 X —27

292 passo: averiguar se os limites sdo iguais: de acordo com a resolucdo dos limites
laterais a direita e a esquerda, observa-se que os dois valores finais sdo iguais

( lirr21+ flx) = lirr21 f(x) =- 3).Desse modo pode-se afirmar que o limite existe e é
X = X - 27

igual a - 3. Quando os dois limites laterais de uma fungao sao iguais, pode-se dizer

que o limite é bilateral.

. 1 o .
Exemplo: Dado lm(l) ( S ), calcule se o limite existe.
X —
12 passo: recordando, primeiramente precisamos calcular os limites laterais e
comparar os resultados.

lim (l)=%=+oo

x>0t \x

: 1 1
lim (= )===—00
x—=>0" \X 0

b

Observa-se que os limites laterais a esquerda e a direita sao diferentes,
podendo afirmar que o limite ndo existe.
Além disso, uma outra maneira de se observar a existéncia de um limite é

observar o grafico da determinada func¢do. Observa-se abaixo o grafico da funcao

f(x) =§ e pode-se notar que as duas partes do grafico tendem para diregdes



opostas no eixo y (a direita tende para o + oo e a esquerda tende para o —). Desse
modo, por ndo tenderem para uma mesma direc¢ao, os limites laterais sdo diferentes

e o limite da fun¢do nao existe.

3—2x,x< -1

Exemplo: Calcule xlln_ll f(x) se existir f(x) = { 4—xx>—1

xl_}rzlﬁf(x) =xl_}r111+4—x=4— (-1) =5
lim f(x)= lim 3—-2x=3-2(-1)=5
x—-1" x—--1%

Como os limites laterais sdo iguais lim1+ f(x)= lirn1 f(x), o limite existe e
x> — x—->—-1"

éiguala5 ( limlf(x) =5).
X - —

Obs.: atengdo para ndo se confundir com os sinais do valor a qual x tende (x - —1)
e o sinal referente ao limite lateral a direita ou a esquerda (x » —1% ou x - —17).
Além de saber se o limite de determinada fungdo existe é importante definir

«_n

se ha continuidade. Uma fungdo é continua no nimero “a” quando lim f(x) = f(a).
xX—a

Para determinar se existe continuidade, existem algumas condigdes:

12 Condigdo: existe f(a), ou seja, a€Dom(f);



22 Condigao: existe o limite, ou seja, existem os limites laterais (pela direita

e pela esquerda) e eles sdo iguais;
32 Condigdo: lim f(x) = f(a).
XxX—-a

Exemplo: Seja f(x) = {xs : ;’; : 3? , pode-se afirmar que a fung¢do é continua?

f(3)=5-x=5-3=2
lerr31+f(x)=len;+5—x=5—3=2
lim f(x)= lim x—1=3-3=2
X —3" X — 3"

Primeiramente observa-se que os limites laterais sdo iguais, ou seja, o limite

existe e é igual a 2. Além disso, verifica-se também que o lim f(x) = f(a), ou seja, a
X—=>a

funcdo é continua.

12. Derivadas

Podemos compreender o conceito de derivadas como sendo as alteracdes da
variavel dependente de uma funcao originada por cada unidade de variacao na
variavel independente, calculadas a partir de intervalos infinitesimais desta ultima.
Dessa forma, a derivada é a taxa de variacao de uma funcao y = f(x) emrelacdo a
x, dada pelarelagdo Ax / Ay. Considerando uma funcdoy = f(x),asuaderivadano
ponto x = x, corresponde a tangente do angulo formado pela intersec¢do entre a
reta e a curva da funcdao y = f(x), isto é, o coeficiente angular da reta tangente a
curva e é uma propriedade local da fun¢ao, para um determinado valor de x. Por isso
ndo podemos envolver toda a func¢ao.

Sua aplicacdo na economia se da tanto nas andlises acerca das relagdes entre
as variaveis econ6micas quanto nos exercicios de estatica comparativa. A derivada,
por exemplo, pode ser analisada como a média de uma taxa de variagdo.
Considerando uma func¢do definida num conjunto D e x, e x, + Ax dois pontos de D.
Quando a variavel x passa do valor x, para o valor x, + Ax sofrendo uma variagao
Ax, o correspondente valor da fung¢do passa de f(xy) para o valor f(xy + Ax)
sofrendo, portanto, uma variacdo Ay = f(xo+ Ax) — f(xg).

A simbologia da funcdo derivada pode se apresentar de diferentes formas:

% (Notagio de Leibniz) ou y’ ou f'(x)

12.1 Regras Basicas de Derivada

12.1.1 Regra da Fungao Constante

A derivada de uma funcdo constante é zero.



y=k=>y'=0
Exemplo:

y =20=2y"=0
y=-10=y"=0

12.1.2 Regra da Fun¢do Poténcia

A derivada de uma funcdo cuja variavel esta elevada a um expoente diferente
de zero (funcdo exponencial) é obtida descendo o valor do expoente para a frente
da funcao que fica multiplicado pela variavel elevada ao mesmo expoente subtraido

de uma unidade.
y =x"=y =nx"1
Exemplos:
y = x* =y = 4x3
y = x>y =-5x"°
1 1
y =x2=y = Ex_

1/2
12.1.3 Regra da Poténcia com Uma Constante Multiplicativa

E uma variante da regra anterior apenas contendo um escalar a ser
multiplicado pela poténcia ao descer para frente da variavel. Segue a regra anterior.
y = kx®" =y = knx™1

Exemplos:
y = 2x* =y =2x4x3
y = =5x*=y = (=5)(-4)x7°

12.1.4 Regra da Soma/Diferenca

A regra da soma/diferenca diz que a derivada de f(x) = g(x) + h(x) é
dada por: f'(x) = g'(x) + h'(x).0u seja, a derivada de uma soma/diferenca, é
igual a soma/diferenca das derivadas.

Exemplo:
y=x*4+x=>y =2x+1

12.1.5 Regra do Produto

Dado o produto entre duas funcdes, identifica-se uma funcao f(x) como primeira
(12) e a outra funcdo g(x) como segunda funcao (22). Entao a func¢do derivada é



obtida pela operacdo: derivada da 12 funcdo vezes a 22 funcdo completa mais a 12
funcao completa, vezes a derivada da 22 fungdo

y =[x g]=>y'= fx xgx + fx) x g'(x)

Exemplo:
i. y= (4x*+ 2)(5x—1),sendo f(x) = (4x* + 2)eg(x) = 5x — 1
y'=f'(x) x g(x) + f(x) x g'(x)
{f’(x) =4(2)x = 8x
g'(x)=5
y'=(8x)(5x — 1) + (4x* + 2)(5)
y' =40x? —8x +20x%+ 10 = 60x? —8x + 10

12.1.6 Regra do Quociente

Dada uma funcdo racional, identifica-se a fun¢do do numerador, f(x), como
primeira (12) e a outra fun¢do do denominador, g(x), como segunda fung¢do (22).
Entdo a func¢do derivada é obtida pela operacao: derivada da 12 funcao vezes a 22
funcdo completa menos a 12 funcao completa, vezes a derivada da 22 funcao, tudo
isso dividido pela 22 func¢ao elevada ao quadrado.

@ _ @) - g’ @
IO 9P

Exemplo:

=(éj+12)),sendof(x) =Mx—2)egx)=x—-1

,_['09() - f@)g' ()
Y 9GO
{f’(x) =4
gx)=1
;@ —1) - (4x - 2)(1)
Y= [x — 12
, Ax—4—4x+2 -2
N T N CTEVE




12.1.7 Regra da Fun¢ao Exponencial

A funcdo derivada de uma funcdo exponencial de base serd obtida pelo
produto entre a derivada da func¢ado, que se encontra no expoente, pela prépria base
elevada a fun¢do completa.

y = ef™ :)y’ :f’(x)ef(x)

Exemplo:
i. y = e* sendoque f(x)=x
Y =f')e/® =y = (De* =e*
F1o0) =120 =1
ii. y = e sendoque f(x)=5x

y' = f'(x)e® = y' = (5)e * = 5e5f'(x) = 5x° =5



12.1.8 Regra da Fungdo In

A derivada de uma funcao In é uma fungdo racional no qual o numerador é a
derivada da func¢do e o denominador é a fungdo completa.

f(x)

=Inf(x)=>y =——

y f y £
— In (5% 4 3%) = ,  10x+3
Y om ST =Y T e 3y

f'(x) =5x2+3x =52)x+3=10x + 3

12.1.9 Regra da Cadeia ou Regra da Fun¢ao Composta

A regra da cadeia é um método de resolugdo, um artificio a ser utilizado nos
seguintes casos:
i. Raiz de polindmios
ii. Polindmios elevados a expoentes altos;
ili.  Funcdes racionais.
iv.  FungOes compostas;

A férmula para o calculo é dada por:
y=f@@) =y =f(gx)g®
Para aplica-la, pode-se usar também chamar parte da fun¢ao por uma outra
variavel qualquer (ex: u) a fim de utilizar as regras basicas da derivacdo e aplicar a
seguinte formula:
dy dydu
dx  dudx

Exemplo: Derivar a fungdoy = In(x* + 1).

19 passo: chamar parte da fungao de u;
u=x%+1
29 passo: reescrever a fun¢do em termos de u;
y=In(x2+1) >y =In(u)

“«__n

32 passo: deriva a funcao em termos de “u” usando as regras basicas iniciais;

dy 1
y =In(u) = by
5 du
u=x“+1=—=2x
dx
42 passo: multiplica as derivadas encontradas na etapa anterior;
dy dydu 1 2x
dx dudx u~~ u
52 passo: substitui u pela funcao em termos de x;
dy 2x 2x

dx u  x2+1



12.1.10 Fungado Inversa

A derivada da fungdo inversa € a inversa da derivada da fun¢do

dy 1
& dx
dy

Exemplo: encontrar a derivada de y = vx

y=+x=x=y?
dx_2
dy_ Y

dy 11 1

dx  dx2y  2yx
dy

12.1.11 Fung¢ao Seno

A derivada da func¢ido é dada por y = senx = y' = cosx. Para resolver
derivadas de fungdes desse tipo pode ser necessario utilizar os conhecimentos sobre
aregra da cadeia.

Exemplo: encontrar a derivada da fungdoy = sen(3x + 5).
12 passo: chamar parte da funcao de u;
u=3x+5
22 passo: reescrever a funcao em termos de u;
y =sen(3x + 5) =y = sen(u)

“o__ 1

32 passo: deriva a funcao em termos de “u” usando as regras basicas iniciais;

dy
y = sen(u) = — = cosu

du

du
u=3x+5=>—=3

dx

42 passo: multiplica as derivadas encontradas na etapa anterior;

dy dydu
—_— ———= 3
dx " duax oo

52 passo: substitui u pela funcao em termos de x;

dy_3 =3 3x+5
T sen(u) = 3sen(3x + 5)

12.1.12 Fungdo Cosseno

A derivada da fungdo cosf (x) é o produto entre a derivada de - f (x) e
sen?f (x).Pode-se também escrever a fun¢io y = cosf (x) = y — senf (x).

Exemplo: encontrar a derivada da fung¢doy = cos(4x + 1).
12 passo: chamar parte da funcao de u;



u=4x+1
29 passo: reescrever a fungdo em termos de u;
y=cos(4x+1) =y = cos(u)

“w__n

32 passo: deriva a funcao em termos de “u” usando as regras basicas iniciais;

_ Ly _
y = sen(u) i cos(u)

du
u=4x+1=>—=4

dx
42 passo: multiplica as derivadas encontradas na etapa anterior;
dy dydu
T dude —4cos(u)

52 passo: substitui u pela fun¢ao em termos de x;

dy
— =4 = — 4x + 1
Ix cos(u) cos (4x )

12.1.13 Func¢ado Tangente

A derivada da fungdo tg f(x)é o produto entre a derivada de f (x) e sec?f (x).
O calculo também pode ser feito considerando que tga = % e aplicando as regras
ja apresentadas.
y = tgf(x) =y = f'(x)sec’f(x).
Exemplo: encontrar a derivadadey = tg(x? + 1).
y = tg(x?+ 1) >y = 2xsec?(x?* + 1)

12.2 Tabela resumo das principais regras derivagdo

Derivada da soma/subtragdo y =49g'(x)+ h'(x)
Regra do produto y' = f(x)x glx)+ f(x) x g'(x)
Regra do quociente ,_fgx) - f(x)g'(x)
Y- [gGP
Regra da cadeia y=f@@)=y=f(g0)g®
Derivada da fungio inversa gy L
0N = 7




13. Matrizes

Matrizes sdao quadros formados por um numero “m” de colunas e “n” de
linhas cujos chamados elementos (comumente denominados por a;;, onde i ¢ a
posicao do elemento relativo a linha, enquanto j refere-se a coluna) podem ser
numeros, fungdes, e etc. Em geral denotamos uma matriz por uma letra maiuscula,
como A ou I, e dizemos que “A é uma matriz mxn”, ou seja, a matriz A possui um
numero “m” de colunas e “n” de linhas. Matrizes sdo comumente usadas na
resolucao de sistemas lineares e na analise de custos de produgao.

_[a11 a12]
az1 Az

No exemplo acima, temos uma matriz denominada “quadrada”, por se tratar
de uma matriz cujo nimero de colunas e linhas é igual. Outros tipos de matrizes
comumente encontrados sao os seguintes:

i.  Matriz Linha: Assim chamada por ter apenas uma linha.
L =[ay; asz a43]

ii. Matriz Coluna: Assim chamada por ter apenas uma coluna.

a1
C =|az
asi
iii. =~ Matriz Retangular: Assim chamada por se tratar de uma matriz em que n #

m.
_ [au az1 a31]
“lazr ap axs
iv.  Matriz Diagonal: Uma matriz é diagonal quando todos os seus elementos
a;jem que i # j sdo iguais a zero, ou seja, somente sua diagonal possui

valores diferentes de zero.

A diagonal de uma matriz é formalmente definida como os elementos de uma matriz

“u:=n “w=»n

cujo valor “i” e “j” sdo iguais.

2 0 0
D=]0 3 0
0 0 5

v.  Matriz Triangular: A matriz triangular possui duas caracterizagoes distintas:

e Matriz Triangular Superior: E uma matriz cujo apenas os valores acima da
diagonal (ou seja, se i > j) sdo diferentes de zero

2 5 4
S=10 1 2
0 0 3

e Matriz Triangular Inferior: E uma matriz cujo os valores abaixo da diagonal
(ou seja, se i < j sdo diferentes de zero).



2 0 0
S=(1 1 0
6 4 3

vi. Matriz Identidade: Uma matriz é dita “identidade” se todos os elementos de
sua diagonal forem iguais a 1, e todos fora dela forem iguais a 0.

1 0 0
[I=]10 1 0
0 0 1

13.1 Operag¢des com matrizes

13.1.1 Adigao e Subtragao:

A adigdo e subtracdo de matrizes é simples e exige apenas que as matrizes
sejam de mesma ordem, ou seja, que todas tenham a mesma quantidade de linhas e
colunas. Sendo esse o caso, as opera¢des seguem de forma intuitiva com os
elementos em uma linha e coluna especifica interagindo com os da mesma linha
coluna.

Exemplo: Somar e subtrair as matrizes A = Ll} 2] eB = [_13 7]

12 passo: Conferir se as duas matrizes sao de mesma ordem. Como ambas sdo
matrizes quadradas 2 X 2 elas podem ser somadas.

22 passo: Aplicar a operagdo aos elementos das matrizes que estdo na mesma
posicdo, de tal forma que a;; + b;; = ¢;; e que a;; — b;; = d;;
[1 +(=3) 2+ 7] _ [—2

C=LlL §]+[_13 Z] 441 2+2

I N L N O

13.1.2 Produto de matrizes:

O produto de uma matriz opera em regras diferentes das da adi¢do e da
subtracdo. Para que possa haver a multiplicagdo de uma matriz por outra, o nimero
de colunas de uma matriz deve ser igual ao nimero de linhas da outra. Ou seja, se
tivermos uma matriz 4,3 e outra matriz B,,,, entdo “m” deve ser iguala 3.Sem =
3, entdo poderemos multiplica-las e para fazer isso multiplicaremos os elementos
da primeira coluna de “A” pelos elementos da primeira linha de “B”, os elementos
da segunda coluna de “A” pela segunda linha de “B”, e assim sucessivamente.

3
4
7

12 passo: Conferir se a multiplicagdo é possivel. ordem. Analisando a ordem das duas
matrizes a serem multiplicadas:

4
12 11 .
323]eB_6

Exemplo: Multiplicar as matrizes A = [

Azxs X B3y



Como o numero de colunas da matriz A é igual ao namero de linhas da matriz B
podemos efetuar a operacgao.

22 passo: Aplicar a operacdo aos elementos das matrizes assim como feito abaixo:

E=[ x|6 4|=

3 2 3 5 7 3x4+2%x6+3x5 3*%3+2x4+3%7

4+12+5 3+8+77_[21 18
12+12+15 9+8+21 39 38

12 1 r 3]_[1*4+2*6+1*5 1*3+2*4+1*7]

Dica: A matriz resultante de uma multiplicacdo sempre tera o nimero de linhas da
primeira matriz e o nimero de colunas da segunda.

13.1.3 Produto por um Escalar:

A multiplicagdo escalar consiste na multiplicacio de uma matriz por um
numero real. Ao multiplicarmos uma matriz por um ndmero real, obtemos como
resultado uma matriz da mesma ordem que a inicial, mas com todos os seus
elementos multiplicados por esse mesmo escalar.

Exemplo: Multiplicar a matriz A = [2 g] pelo escalar A = 4.

)IA=4><A=4[2 4 [4*2 4*4] [24

6 8 46 4=x8
13.2 Matriz Inversa:

A matriz inversa é uma matriz que, ao ser multiplicada por outra matriz
quadrada, resultard em uma matriz identidade, comumente denotada por A~1.
Existem alguns métodos para a que se possa encontrar a matriz inversa, sendo um
deles a utilizagdo da operagdo A X A~ = 1.

4 2

Exemplo: Encontre a matriz inversa de A = 3 1)

19 passo: para que se possa aplicar a expressao acima citado é preciso criar uma
matriz A~ do tipo:
-1 _ [a
c

22 passo: multiplicar a matriz inversa criada por A e iguala-la a I (matriz inversa de
mesma ordem).

_ 4 2 a b 4a + 2¢ 4b+ 2d
AXA]': X =
3 1 [c d 3a+1c 3b+1d

4a+2c 4b+2d _[1 0

-1 _
axat=1= 0000 S iid=lo 1
32 passo: resolver os sistemas resultantes dessa igualdade

{4a+2€=1
3a+1c=0



2c=1—4a
_1—4a
cTT
3 +<1_4a)—0
a > =
6a+1—-—4a=0

2a = —1

1
=73

1—4(—%)_1+2:

2 )
{4b+2d=0
3b+1d=1

2d =—4b=>d = -2b

- 3
€= 2

3b+ (—2b) = 1
b=1
4(1) +2d =0
d=—-2

42 passo: substituir os valores encontrados para a,b, c e d e contrar a matriz
inversa de A. Logo,
1 1
a bl _| 2

A_lz[c al

> 2
2
13.3 Matriz Transposta:

Suponhamos que exista uma matriz A de ordem 3 X 2, a matriz transposta de A,
comumente denominada AT, é uma matriz cujas linhas sdo as colunas dessa matriz
A, e cujas colunas sao as linhas da mesma matriz A.

1 3
Exemplo: Encontrar a transposta da matriz A = |4 2].
7 1
1 3
A=|4 2 :>AT=E ; Z
7 1

13.4 Matriz Simétrica:

Uma matriz simétrica é uma matriz cuja matriz transposta é igual a si mesma, ou
seja, A = AT,



Exemplo: A é uma matriz simétrica pois

2 4 5
A=AT=|4 8 1
5 1 3

13.5 Matriz Ortogonal:

Uma matriz ortogonal é uma matriz cujas matrizes transposta e inversa sdo iguais.

Exemplo: O melhor caso é de uma matriz ortogonal é a propria matriz identidade.
Fazendo os calculos tempos que:

=l el S

Para calcular a matriz inversa podemos usar o mesmo método ja apresentado
e af temos que é igual a:

el



14. Sistemas lineares

Os sistemas lineares sdo conjuntos de equacgdes lineares com m equagdes e n
incognitas. Mas antes de entender o que sdo e como resolver os sistemas lineares,
cabe caracterizar as equagdes lineares que os compoe.

Nesse sentido, uma equacgdo linear € uma equacdo do tipo a;x; + a,x, + -+ +
a,x, = b em que xq,xy,...,X, Sd0 as variaveis, a,,a,, ..., a, sdo os respectivos
coeficientes e b é o termo independente. Os valores das varidveis que satisfazem
uma equacdo linear constituem uma solucdo dessa e sdo chamados de raizes da
equacdo linear.

Ja os sistemas lineares, que como ja destacado sdao formados por um conjunto
de equacgoes lineares, tem a seguinte forma:

a11x1 + a12x2 + -+ alnxn = b1
ar1X1 + AyrXy + -+ aann = b2

Am1X1 + AmaXy + -+ AppXy = by

Os valores das variaveis que satisfazem simultaneamente todas as equagdes
do sistema sdo a sua solugdo, também chamadas de raizes do sistema de equacgdes
lineares.

Um sistema pode ser classificado como possivel, quando admite solucao, e
impossivel, quando ndo admite solucdo. Os sistemas possiveis podem ser também
de dois tipos: determinados e indeterminados. Um sistema é determinado quando
tem uma unica solu¢do e é indeterminado quando possui infinitas solu¢des. O
fluxograma abaixo mostra de forma ilustrativa as classificagdes acima apresentadas:

Determinando ——> Admite uma unica solugéo

— Possivel '—

Sistema Indeterminado ——————> Admite infinitas solugdes

—| Impossivel -————— Nao admite solugdes

Exemplo: Encontre as raizes (solugdes) do sistema abaixo e classifique-o.

{2x+3y=18
3x +4y =25

19 passo: Isolar uma das incognitas:

2x + 3y =18



2x =18 — 3y
_18-3y
2

X

22 passo: substituir (3) na segunda equacao linear;

18 — 3y
3(B22) 14y =25

2
18 — 3y
5(B2) 14y =25
54 -9y + 8y =50
2
y=+4

32 passo: depois de encontrar uma das incégnitas é facil substituir em (1) e
encontrar a outra;

2x+3(4) =18
2x+12 =18
2x =6
x =3

42 passo: como encontramos uma Unica solucdo para esse sistema podemos
classifica-lo como um sistema possivel e determinado (SPD).

Exemplo: Encontre as raizes (solu¢des) do sistema abaixo e classifique-o.

{4x + 2y =100
8x + 4y = 200

19 passo: Isolar uma das incégnitas:

4x + 2y = 100

4x = 100 — 2y
100 —2y

Ty

22 passo: substituir (3) na segunda equacao linear;

100 — 2y
8 (T) + 4y = 200
200 — 4y + 4y = 200
200 = 200

32 passo: ndo encontramos uma Unica solucdo para o seguinte sistema, pois
independentemente do valor que y assuma a equacgao continua valida. Podemos
mostrar isso testando valores para y e vendo quais valores x assume. Resumimos
esse exercicio na tabela abaixo:



Y 0 | 2 | 4 |6 |8
X | 25 | 24 | 23 | 22 | 21

42 passo: como o sistema admite solucdo, mas nao conseguimos definir qual,
podemos classifica-lo um sistema possivel e indeterminado (SPI).

Exemplo: Encontre as raizes (solugdes) do sistema abaixo e classifique-o.

{3x+9y=12
3x +9y =15

12 passo: nesse caso nem precisamos fazer o esfor¢o de isolar uma das variaveis,
pois é possivel perceber que nao é ha como uma mesma equacao resultar em 12 e
15 considerado os mesmos valores para x e para y. Logo, classificamos esse sistema
como impossivel (SI).

Resolvemos os trés sistemas acima pelo método da substituicdo, mas esse
ndo é o unico método conhecido para a solu¢do de sistemas lineares. Utilizando o
conhecimento de matriz também apresentado nesse manual, temos dois outros
métodos, o método de Gauss-Jordan e o0 método da matriz inversa, que podemos
usar no estudo e na solucao de sistemas lineares. Existem trés casos de sistemas que
iremos estudar:

i) Sistema de n equacgdes e n variaveis;
ii) Sistema com m equagdes e n variaveis (param # n)
iii)  Sistema homogéneo;

Para resolvermos um sistema com n equagdes e n variaveis podemos utilizar
tanto o método de Gauss-Jordan quanto o método da matriz inversa. Afim de facilitar
o entendimento, os dois métodos serao apresentados por meio de exemplos:

Exemplo: Resolva o sistema linear abaixo por meio do método de Gauss-Jordan.

{ 2x +4y = 22
5x — 15y = =20

Explicacdo do método: o método de Gauss-Jordan pressupde a transformacao
do seguinte sistema, por meio de operagdes elementares, num sistema equivalente
(sistema que possuiu as mesmas raizes). As operacdes lineares permitidas sao:

i) Permutacao de duas equagoes;

ii) Multiplicacao de uma equagdo por um numero real diferente de zero;

iii) Substituicdo de uma equacdo por sua soma com outra equagao
previamente multiplicada por um nimero real diferente de zero;



19 passo: coloca-se ao lado da matriz do coeficiente das variaveis, separada por um

traco vertical, a matriz-coluna dos termos independentes;

[2 4 |22
5 —151-20

22 passo: utiliza-se das operacdes elementares para transfora a matriz dos

coeficientes na matriz-unidade;
[2 4 | 22
5 —=151-20
Considerando que L1 se refere a linha 1 e L2 a linha 2, podemos efetuar as
operagoes;
2 4 |22 _ 1
5 15|02 =0
1
=2%x(=)=1
a1 * (2)
4 ! 2
= * (—) =
a1z (2)
1
b1=22*(z)=11
1 2 11 _ _
ol FET B P A CTA
a;y =5+(-5)*1 =0

ayy = —15 + (_5) * 2 = —25
by, = =20 + (=5) * 11 =-75

1 2 |11 1
=>[0 _25 75| 7 L2 = Gl L2
1

@ =0+ (-35) =0

1
a22 = _25 * <_£) = 1

a11:1+(_2)*0:1
by =11+ (-2)*3=5

=lo 103



Assim, dadas as transformagdes o sistema inicial de equagdes se transforma
num sistema equivalente e cuja solugdo podemos encontrar. O sistema equivalente
é:

1x+0y =5
{Ox +1y =3
Logo,x =5ey =3.
Exemplo: Resolva o sistema linear abaixo por meio do método matriz inversa;
2x1+ 1x, +7x3 = 16
{1x1 +3x, +2x; =—11
5x;+3x, +4x3= -5

Explicagdo do método: Os sistemas lineares podem também ser escritos na forma

matricial:
;o Qip X1 by
: : x| i |= :
py - Qpn Xn bn
que pode também ser escrito na forma AX = B e admitindo que A tenha inversa

temos que a solug¢io do sistema pelo método da matriz inversa é dado por X = A™1B

12 passo: escrever o sistema na forma matricial de forma a identificar A, X e B.

2 1 7 Xy 16
A=1|1 3 2;X=(X;|;B=|-5
5 3 4 X3 11
22 passo: a partir dos conceitos ja aprendidos sobre matriz inversa, calcula-se a
inversa de A e encontra:

6 17 19
66 66 66

L | 6 27 3
66 66 66

12 1 5

66 66 66

32 passo: calcular X a partirde X = A™1B

6 17 19

666 2676 663 16 X,
X=1-%% & “el|*\2|=\%

12 1 5 11 X3

66 66 66



3 X1
—4|=|*
2 X3
492 passo: encontrar as raizes do sistema, que nesse caso sdo x; = 3,x, = —4ex; =
2.

Para resolvermos um sistema com m equagdes e n variaveis utilizamos o
meétodo de Gauss-Jordan com a diferenga de que ndo € possivel transforma-lo numa
matriz-unidade, apesar do método ser bem parecido. Veja melhor no exemplo
abaixo.

Exemplo: Resolva o sistema linear abaixo por meio do método de Gauss-Jordan.
2x1+ 4x, = 16
{ 5x; — 2x, =4
10x; — 4x, =3
12 Passo: coloca-se ao lado da matriz do coeficiente das variaveis, separada por um
traco vertical, a matriz-coluna dos termos independentes;
2 4 |16
[ s 24 ]
10 —413
22 passo: utiliza-se das operagdes elementares para transfora a matriz dos
coeficientes na matriz-unidade;

2 4 |16 1
10 —413

2 ! 1
= X (—) =
a1 (2)
4 ! 2
= X (—) =
Qi (2)

1
by =16+(3) =8

1 2 |8
10 —4 13

b, = 4+ (—5) *8 = —36

1 2 |8
=0 -12|-36| »L;= Ly + (—10)L,
10 —4 | 3

a31:10+(—10)*1:0
a32:_4‘+(_10)*2:—24‘
by =3+ (—10) *8 = —77



1 2|8 1
=10 —12 [-36| > L, = L2<—E)
0 —24[-77

1
‘121:0*(_E):0
1

b 36 ( 1) 3
= — | ——] =
2 12

1 2 8
0 —241-77

a11:1+(_2)*0:1
G =2+(-2)+1=0
by =8+ (~2)*3=2

1 02
0 0I-5

a3 =0+ (24)*0=0
Az = =24+ (24)x1=0
by = —77 + (24) 3 = -5

1 02
=>[0 1 3]
-5

0 0
Assim, dadas as transformacgdes o sistema inicial de equacgdes se transforma
num sistema equivalente e cuja solucao podemos encontrar. O sistema equivalente
é:

1x + 0y =2
{Ox+1y=3
0x + 0y =-5

Logo, como ndo existem valores que satisfacam a 32 equacgdo o sistema é
classificado como impossivel.

Para resolvermos um sistema homogéneo devemos considerar que este tem
solugdes proprias, além da solucao trivial. 0 método para encontrar as solugdes
proprias é o mesmo utilizado para resolver um sistema com m equagdes e n
variaveis.

Exemplo: Resolva o sistema linear abaixo buscando encontrar as solugdes proprias
(quando houver) e a solugao trivial;

{3x+6y—9z=0
2x+4y—-6z=0



19 passo: Destacar a solugdo trivialqueéx =y =z = 0.

Depois de ter aprendido sobre os métodos de resolucdo de sistemas podemos
classifica-los aplicando alguns desses métodos e encontrando (ou ndo) as raizes do
sistema. Porém, existem também maneiras de classificar um sistema sem que seja
necessario resolvé-lo por completo.

Para podermos definir as regras de classificacdo de um sistema, incialmente
é preciso definir alguns conceitos. Tem-se que uma matriz escalonada é aquela em
que se transforma no numero cada elemento a;; para i # j e em zero todos os
demais elementos a;;. Definimos a partir de uma matriz qualquer trés elementos: a
matriz ampliada, a matriz escalonada e a matriz dos coeficientes das variaveis. Como
exemplo:

i) Matriz ampliada (A)

2 4 |16
A=|[5 =-2|4
10 —413
ii) Matriz escalonada (B)
1 0|2
B=|0 1|3
0 01-5

iii) Matriz dos coeficientes das variaveis (V)

1 0
0 1

0 0

V=

A partir dessas matrizes podemos definir:

i) Caracteristica de A (Ca): nimero de linhas com elementos nao todos
nulos de B. No exemplo, Ca=3.
ii) Caracteristica de V (Cv): nimero de linhas com elementos ndo todos

nulos de V. No exemplo, Cv=2.

Sabendo a caracteristica das matrizes A e V podemos finalmente classificar
as matrizes. Tem-se que:

i) Sistema possivel: quando Ca = Cv = C;
a. Sistema possivel e determinado: Ca =Cv=C =n (em que n é o
numero de variaveis do sistema);
b. Sistema possivel e indeterminado: C < n;



ii) Sistema impossivel: Ca > Cv;

Exemplo: Classifique o sistema abaixo sem resolvé-lo.

{3x+9y=12
3x +9y =15

19 passo: Encontrar a matriz ampliada (A):
_[3 912
A= [3 9 |15
22 passo: Encontrar a matriz escalonada (B):

3 912 1
:[3 9 |15l 711 = @l

3 ! 1
= *x (—) =
a1 (3)
9 ! 3
= * (=) =
ap» (3)

1
by =12+ (3) =4

=3 ol =L+ 3
a,; =3+ (-3)*1=0
a,, =9+ (-3)*3=0
by =15+ (-3)+4 =3

1 314
1o o |3]
32 Passo: Calcular Ca e Cv
Ca=2
Cv=1

Logo, temos que Ca > Cv e o sistema é impossivel.



15. Vetores

O vetor é o conjunto de todos os segmentos orientados equivalentes, ou seja,
tem mesma dire¢do, mesmo sentido e mesmo comprimento. Na figura abaixo, os

B D
:t |

A C
segmentos orientados AB e CD tem o mesmo vetor v.

Além da definicdo de vetor, é importante também definir algumas operagoes:

15.1 Adigdo de vetores:

Considerando os vetores u e v representados pelos segmentos orientados AB e BC
temos que o vetor soma AC = u + v.

As propriedades da adicao sao:

i) Associativa: (u + v) + w = u + (v+w);
ii) Comutativa:u +v = v + u;
iii) Existe um vetor nulo talque:v + 0 = 0 + v;

15.2 Multiplicagdo de um vetor por um nuimero real:

Considerando um vetor v # 0 e k # 0, o produto de um niimero real k por um vetor
é dado porp = kv.

As propriedades da multiplicagdo por um nimero real:

i) a(bu) = (ab)u

ii) (a + b)u = au + bu
ii)a(u+v)=au+av
iv) lu = u

0 espaco vetorial é o conjunto V, ndo vazio, sobre o qual estao definidas
as operagoes de adicdo e multiplicacao por um escalar, ou seja:



Yu,v eV, u+ v eV
Ve ER],Yu€eV,aueV

Obs.: Sdo validas também as propriedades ja definidas.

15.3 Produto interno

O produto interno de um espaco vetorial V é dado por uma fungao V x V
em R em que todo par de vetores (u,v) € V X V associa um nimero real indicado
por < u,v >.

Exemplo: Calcular o produto interno a partir dos vetores u e v;

i) u=(-34) ev= (5-2)
uv=(0-3)*x(5)+4)*(-2)=-15-8=-23

i) u=(6-1ev=(,—4)

1
u.v=(6)*(§)+(—1)*(—4)=3+4=7
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